Parametrizacdo unidimensional de campos de velocidades sismicas por ondaleta de

Morlet.
lldeson P. Bastos*, UFBA, Salvador, BA, Brasil

Wilson M. Figueird, CPGG-IGEO-UFBA, Salvador, BA, Brasil

Copyright 2013, SBGf - Sociedade Brasileira de Geofisica

This paper was prepared for presentation during the 13" International Congress of the
Brazilian Geophysical Society held in Rio de Janeiro, Brazil, August 26-29, 2013.

Contents of this paper were reviewed by the Technical Committee of the 13"
International Congress of the Brazilian Geophysical Society and do not necessarily
represent any position of the SBGf, its officers or members. Electronic reproduction or
storage of any part of this paper for commercial purposes without the written consent
of the Brazilian Geophysical Society is prohibited.

Abstract

This study uses different mathematical strategies in order
to represent functions by parameters of a wavelet series.
Thus, we can use models defined by series coefficients.
These coefficients parameterize models, making
modeling and inversion possible. The main objective is
the one-dimensional representation of  seismic
compressional velocity fields, parameterized by the real
part of the Morlet wavelet, for different geological
situations. Although 1D, such fields denote simultaneous
variations in vertical and horizontal directions. Unlike the
more common wavelets, the basis formed by daughters
Morlet wavelets is not orthonormal. Then, the calculations
to obtain the coefficients are developed by Least Squares
Fitting. The approximation of the velocity field obtained by
this technique depends on the range of indices used in
the series, which directly influences on the quality of the
model parameterization.

Keywords: Morlet wavelet, parameterization, seismic

velocity field and series coefficients.

Resumo

Neste trabalho utiliza-se diferentes  estratégias
matematicas com a finalidade de representar
parametricamente fungbes através de séries ondaleta.
Deste modo, pode-se dispor de modelos definidos por
coeficientes da série que 0s parametrizam para a
realizacdo de possiveis modelagens. O objetivo principal
€ a representagdo unidimensional de campos de
velocidades sismicas compressionais parametrizados
pela parte real da ondaleta de Morlet, em diferentes
situacdes geoldgicas. Embora 1D, eventualmente, tais
campos denotam variagfes simultdneas nas direcdes
vertical e horizontal. Diferentemente das ondaletas
comuns, a base construida pelas ondaletas-filhas
utilizadas néo é ortonormal, o que levou os calculos, para
obtengdo dos coeficientes, a serem desenvolvidos
através de ajustes pelo Método dos Minimos Quadrados
(MMQ). A aproximacéo do campo de velocidades, obtida
por essa técnica, depende do intervalo de variagdo dos
indices usados nas séries, o que influencia diretamente
na qualidade da parametrizacdo do modelo.

Palavras-chave: ondaleta de Morlet, parametrizagéo,

campo de velocidades sismicas e coeficientes de séries.

Introducéo

A geologia de subsuperficie tem, comumente, um caréter
qualitativo, o que impede o tratamento matematico de
seus modelos. Visando superar tal impedimento, faz-se
necessario torna-los quantitativos. Para tanto, é relevante
representar o campo proveniente de um modelo
geolégico através de parametros numéricos. Isto é€,
realizar a parametrizagdo do modelo. Que pode ser:
matricial, polinomial, senoidal (Fourier), por splines, por
ondaletas e outras (Santana & Figueird, 2008). Dentre as
diversas propriedades fisicas dos meios rochosos, o
presente trabalho considera apenas a velocidade sismica
compressional como aquela a ser parametrizada pela
ondaleta de Morlet.

E nesse contexto que as ondaletas aparecem e se
referem a um conjunto de fun¢cdes com forma de
pequenas ondas geradas por dilatacdes e translacdes de
uma funcdo simples de variavel real, algumas vezes
chamadas de ondaleta-mae. As fun¢bes derivadas séo
denominadas ondaletas-filhas, ou simplesmente
ondaletas (Weng & Lau, 1994). Tais fun¢6es formam uma
base que ndo precisa ser necessariamente ortogonal,
gue é o caso da ondaleta de Morlet.

Devido ao fato da base de Morlet constituida pelas
ondaletas-filhas ndo ser ortonormal, os coeficientes
tiveram de ser obtidos através de ajustes pelo Método
dos Minimos Quadrados.

Aspectos Tedricos Basicos

O termo ondaleta refere-se a um conjunto de funcdes
com forma de pequenas ondas geradas a partir de
dilatagOes e translacdes de uma funcgdo simples, ¥ (t), de
variavel real t, algumas vezes chamada de funcgéo
ondaleta ou ondaleta-mde. As ondaletas-filhas sé&o
definidas como fungGes do tipo v;,, geradas a partir de
uma dilatagdo binaria 2' e uma translagdo diadica k27. A
idéia é levar em conta as dilatacdes, compressdes e
translagdes de uma Unica fungéo, produzindo fungbes da
seguinte forma (Morettin, 1999):

V() =2/%9(2/t —k), jeke. 1)

Tais fungBes formam uma base que ndo precisa ser
necessariamente ortogonal, que é o caso da ondaleta de
Morlet. No entanto, é importante ressaltar que existem
vantagens ao se trabalhar com bases de ondaletas que
sejam ortogonais porque desta forma é possivel
reconstruir perfeitamente o sinal original, onde cada
coeficiente é calculado como o produto interno do sinal
com uma fungéo da base.
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Com a utilizagdo da ondaleta Morlet, os coeficientes sédo
obtidos através de ajustes pelo Método dos Minimos
Quadrados (MMQ).

Sendo assim, uma vez que o sistema (i; ) € uma base
de L2(R), existem coeficientes (c; ) que tornam possivel
uma representagdo de f(t) como:

f@) = Xz Ximoo G ¥ e () @)
A Eq. (2) é denominada série de ondaletas de f(t).
c= WY, 3)

onde c é o vetor dos coeficientes da série dada na Eq.
(2), f é um vetor dado pela fungédo f(t) discretamente
amostrada nos nds de uma discretizagcdo escolhida, e
€ a matriz dos valores assumidos por ;, nos referidos
nos.

A Eq. (3) decorre de:

f=1wec, (4)

onde

f=[f(t) ft;) flts) -~ f@tw) 17, ®)

Vi (1) Vi (t) - P (t) - Py (t1)

Yy (t2) Yk (82) o Py (82) - Py (t2)
Y= (6)

Vi () Vinke(t) o Piny () Pjpnee(ta)
wji,ki(t:N) 1I)ji,k:(tn) ‘ wjf,l:i(tN) 1l)jf,1:<f(tN)
e
c=1[ SGua ™ Sk ' Sk 7 Cigke T )

Sendo (j; e k;) os valores minimos dos indices (j e k),
(jreks) os seus maximos e {t,t,t3,..,ty} O conjunto
dos nos da discretizagéo.

A ondaleta de Morlet é dada por (Kumar & Foufoula-
Georgiou, 1994):

PO = o oemtntoe g, ®)
onde, se w, = 5, pode ser aproximada por:

Y(t) = U4 g—iwet o—t?/2 9)
Tendo em vista que o campo de velocidades é uma

funcdo real, apenas a parte real da ondaleta foi
considerada, isto é:

i 2 2
e~Wot o=t /2} _ cos(wot) e~t/2

Y@ = Re{ <2t o0 (10)

Utilizou-se w, = 5, tal como mostrado na Figura 1.

T T T T
: i Pane Imaginaria
08 i : Parte Real |

Figura 1 — Representacgao gréafica das partes real e imaginéaria da
funcdo ondaleta de Morlet y(t) definida pela Eq. 9, para w, = 5.

As ondaletas-filhas provenientes da funcdo ondaleta de
Morlet, com j e k € Z, s&o dadas por:

V() = 2727 1/* cos[wy (27t — k)] e~ (@t-K)/2, (11)

Com a finalidade de obter respostas sobre as
similaridades entre os campos original e parametrizado,
realizou-se os calculos das diferencas relativas entre os
tais campos através da equagao:

INORAG)
5= (H2 - ) 100, (12)
onde § € o valor percentual da diferenca relativa entre V
e V,, que correspondem, respectivamente, aos campos
de velocidades: original e parametrizado.

Com o propésito de observar a magnitude dos
coeficientes, este trabalho, produziu para cada modelo, o
grafico que representa o comportamento dos valores de
G em fungdo de alguma expressdo matematica
dependente de j e k.

Resultados

Parametrizacdo do Campo de Velocidades Sismicas
Unidimensional com variago radial linear (M,)

O modelo original M; (Figura 2) é caracterizado pela
variacdo radial do campo de velocidades sismicas e em
termos geolégicos pode ser interpretado como uma
anticlinal esquematica que obedece a equagado V; = 8 —

%r, onde R = 4V2 representa a maxima distancia radial

do modelo e r é contado a partir do ponto (x,y) = (4,4)
considerando x como a distancia horizontal e z a
profundidade no modelo, ambas em km. Embora M,
exiba variagcdes em termos de coordenadas cartesianas x
e z, ndo se pode afirmar que se trata de um autentico
modelo 2D, pois em termos radiais sua variagdo é
unidimensional.

Portanto, tal modelo é tratado como dependendo apenas
da distancia radial r, isto é 1D, onde r(x,z)=

Ja—02+ (- 92
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Figura 2 — Representagdo do modelo original M; com variacéo
de velocidades entre 1,0 e 8,0 km/s.

A parametrizagdo de M; com apenas 15 coeficientes,
Mp, 4 (Figura 3) exibe um comportamento peculiar nas
regides onde a distancia radial se aproxima da méaxima,
apresentando até mesmo valores negativos de
velocidades proximo aos pontos (0,0) e (0,8) km.
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Figura 3 — Modelo M, _,: Representagdo de M, parametrizado por
Morletcom -2 < j < 2e—1 < k < 1, totalizando 15 coeficientes.

De acordo com a Figura 4, quando r se aproxima de R,
os valores das velocidades chegam a um minimo de —3
km/s (resultado sem sentido, pois as velocidades
sismicas sdo positivas e, portanto, completamente
aquém do esperado).

Velocidade (k)
/

n L i I i i

El
r{lm)

Figura 4 — Comparac&o entre V(1) e Vp 4(r) em fungdo da
distancia radial r para 15 coeficientes.

O grafico da diferenca relativa (Figura 5) fornece
informacgdes referente ao quantitativo da discrepancia
entre Vi(r) e Vp a(r). Entretanto, devido as limitagbes
graficas esses valores podem ser observados apenas
num intervalo entre [—20, 40] %.

Z
)

Diferanga relativa entre V| (1) & Y ,() (%)

3
k)

Figura 5 — Diferenca relativa entre V; (1) e Vp, 4(r) em funcdo da
distancia radial r para 15 coeficientes.

Em conseqiéncia da precaria efetividade da
parametrizacado para 15 coeficientes e tendo em vista que
a forma do modelo parametrizado Mp , obedeceu a do
original, alterou-se o intervalo de variacdo do indice de
translagdo k, em busca de resultados mais aceitaveis. O
modelo M; parametrizado a partir da utilizacdo de 25
coeficientes € denominado My, 5 (Figura 6).

dist. horiz. (km)
4

km/s

Figura 6 — Modelo M, _;: Representagdo de M; parametrizado por
Morlet com —2 < j e k < 2, totalizando 25 coeficientes.

A parametrizagdo com a utilizagdo de 25 coeficientes
proporcionou resultados muito superiores em niveis
guantitativos e qualitativos como pode ser visto no gréafico
de comparacéo (Figura 7).

A diferenga relativa entre V;(r) e Vp g(r) (Figura 8) ndo
excede 0,2 %. O que leva a conclusdo que com o
acréscimo de mais 10 coeficientes o processo revelou
uma aproximacdo que atingiu cerca de 99 % do campo
original.
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Figura 7 — Comparagéo entre V;(r) e Vp 5(r) em fungdo da
distancia radial r para 25 coeficientes.
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Figura 8 — Diferenca relativa entre V,(r) e Vp 5(r) em funcéo
da distancia radial r para 25 coeficientes.

Os gréficos que exibem os comportamentos dos
coeficientes sdo exibidos nas Figuras 9 e 10.

log( [c; |}

Figura 9 — Representacéo grafica de log (|c;«[), sendo 0s c;’s
gerados através de ajuste pelo MMQ para a obtengéo de Mp, 4
através da parametrizacdo de M,. O eixo horizontal é ordenado
segundo valores crescentes de m = j + 5k + 8. Foram utilizados
15 coeficientescom -2 <j<2e-1<k <1.

tog(Ic |}

0:7'33‘5;7‘6‘5;I01I||I?|‘3|.~1|‘5|‘BI‘7|‘B‘52112'12‘3232'&1;5.
m

Figura 10 — Representacéo grafica de log (|cjx]). O eixo

horizontal é ordenado segundo valores crescentes de m = j +

5k + 13. Foram utilizados 25 coeficientes com —2<j e k < 2.

Parametrizagdo do Campo de Velocidades Sismicas
Unidimensional com variacdo diagonal (M,)

O modelo M, pode ser tomado como um pacote litolégico
composto por camadas paralelas e inclinadas. De acordo
com a Figura 11, a velocidade varia nas diregfes x e z.

Para um modelo tal como M,, a velocidade é dada por
V,(d) =V, + cd, onde V, é a velocidade na origem, d é a
disténcia da origem a cada uma das retas inclinadas de
velocidade constante que definem o modelo, e ¢ um
coeficiente constante que ndo deve permitir que as
velocidades no modelo fiquem fora de um determinado
intervalo de valores. Genericamente, d(x,z) é dado pelo

produto interno ((%%")
de referencia arbitrariamente escolhido no dominio do
modelo e D = \/x2 + zZ a sua distancia a origem. Sendo

assim, temos d(x,z) = %x + %OZ.

(x, z)>, onde (x,,2,) € um ponto

Em particular, se fizermos (x,,z,) = (3,4), teremos D =5
e, portanto d(x,z) = %(3x +4z). Assim, se fizermos

Vo =2 km/s e estipularmos a méxima velocidade que
ocorre no modelo como 8,4 km/s, o campo de M, fica

unidimensionalmente regido por V,(d) = 2+§d, pois o
Ao = <(§§) |(8,4)> -8

dist. horz. (km)
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'
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Figura 11 — Representacéo do modelo original M, com variagdo
de velocidades entre 2,0 e 8,4 km/s.
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Por intermédio da parametrizacdo de M, com a utilizagdo
da seérie ondaleta de Morlet, Mp, , (Figura 12) foi
produzido dentro de um intervalo de indices representado
por —2<j<2e —1<k<1, envolvendo um total de 15
coeficientes.
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Figura 12 — Modelo M,, ,: Representacdo de M, parametrizado
por Morlet com -2<;<2 e —-1<k<1, totalizando 15
coeficientes.

Os gréaficos de comparagdo (Figura 13) e diferenca relativa
(Figura 14) entre V,(d) e Vp, 4(d) exibem resultados longe do
que se pode conceituar como admissivel.
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Figura 13 — Comparagdo entre V,(d) e Vp,4(d) em funcdo da

distancia radial d para 15 coeficientes.
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Figura 14 — Diferenca relativa entre V,(d) e Vp, ,(d) em fungéo da

distancia radial d para 15 coeficientes.

Visando angariar progressos nas respostas originadas
pela série ondaleta de Morlet, o niumero de coeficientes

foi aumentado para 25, o que estruturou 0 modelo Mp, 5
mostrado na Figura 15.

dist. horiz. (km)
5 6 7 8

0 1 2 3 4
km/s

"1

Figura 15 — Modelo M,, 5: Representacdo de M, parametrizado
por Morlet com —2 < j e k < 2, totalizando 25 coeficientes.

Notoriamente, a evolugdo ocorreu devido a inclusdo de
mais coeficientes na série ondaleta e para atestar de
maneira, ndo apenas qualitativa, mas também numérica,
as Figuras 16 e 17 projetam a aproximagao alcangada.

Ainda que a melhora tenha sido excepcional (com a
diferenca relativa ndo excedendo 3% para d < 7,6 km),
no trecho onde d se aproxima de 8 km, a disparidade é
consideravelmente elevada. No entanto, este intervalo
ndo invalida a melhoria que é obtida com o aumento do
ndamero de indices que regulam a translagdo na funcgéo
ondaleta de Morlet.

Velocidate (kmis)
=

. i i i 5 ; |

4
i (k)

Figura 16 — Comparagéo entre V,(d) e Vp,5(d) em fungdo da
distancia radial d para 25 coeficientes.
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Figura 17 — Diferenca relativa entre V,(d) e Vp, 5(d) em fungéo
da distancia radial d para 25 coeficientes.
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Os gréficos que exibem o0s comportamentos dos
coeficientes séo exibidos nas Figuras 18 e 19.

1o T T 3 T 7

log(le, 1)

Figura 18 — Representagéo grafica de log (|c;x|), sendo os c;’s
gerados através de ajuste pelo MMQ para a obtencdo de Mp, ,
através da parametrizacéo de M,. O eixo horizontal eh ordenado
segundo valores crescentes de m = j + 5k + 8. Foram utilizados
15 coeficientes com =2 <j<2e —-1<k <1, o que implica em
1<m<15.
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Figura 19 — Representagéo grafica de log (|c;x|), sendo os c;’s
gerados através de ajuste pelo MMQ para a obtencdo de My, p
através da parametrizacdo de M,. O eixo horizontal é ordenado
segundo valores crescentes de m=j+5k+13. Foram
utilizados 15 coeficientes com —2 < j e k < 2, o que implica em
1<m<25.

Discussao e Conclusdes

Foi possivel observar, através dos resultados obtidos,
que a parte real da ondaleta de Morlet representa
funcdes 1D (pseudo-2D) de forma significativa, atingindo
0 objetivo de representar as caracteristicas mais gerais
dos campos de velocidades sismicas compressionais. Tal
base, porém, ndo realiza parametrizacbes de modo
exato, considerando o fato das fungbes representadas
poderem ndo pertencer ao espaco gerado pela mesma
base.

O aumento do nimero de indices j e k melhora a
qualidade da aproximagao produzida pela
parametrizacao.

A ressalva incomum é a ordem de grandeza exacerbada
gue os valores numéricos dos coeficientes atingiram.
Como o trabalho ndo visou a andlise da influéncia de
desses coeficientes, sugere-se, 0 desenvolvimento de
uma pesquisa para a investigacéo de tal singularidade.

As parametrizagbes referentes a utlizacdo de 15
coeficientes alcancaram uma aproximagéo mais modesta
em rela¢@o aos modelos originais. Enquanto que aquelas
parametrizadas com 25 coeficientes apresentaram
resultados satisfatérios.

As velocidades utilizadas nos modelos deste trabalho
contemplam um vasto espectro de velocidades
encontradas na exploragdo sismica, conferindo um maior
realismo aos modelos apresentados.
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